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17. Transformationen von Unif[0,1].

Zur Erinnerung: U ist eine auf dem Intervall (0,1) uniform verteilte Zufallsvariable.

a) Es sei 1 der Erfolg und 0 der Misserfolg beim Miinzwurf.
Wir teilen das Intervall ( 1) in 8 kleinere Intervalle
h=03)L=[53),={3 L=}5 =[5k
Die Wahrschemhchkelt das U in ein Intervall [a,b] C
P(U € [a,b]) = =& = bT.

Also gilt:
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Wir kénnen uns auch iiberlegen, dass...
Vo € I gilt (z1(x), z2(2), 23(x))
Vo € I gilt (z1(z),
Vo € I3 gilt (z1(x), 2
Vo € Iy gilt (z1(z),
Vr € Iy gilt (z1(x),
Vr € Is gilt (z1(x), 2
Vo € I gilt (z1(x), 2
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ist gegeben durch

Diese Tupel decken alle Moglichkeiten beim dreifachen fairen Miinzwurf, somit folgt mit

(*) die Behauptung.

b) Wir sollen eine monoton wachsende Abbildung A : (0,1) — R finden, so dass h(U)

(i) Bin(2,1)-verteilt ist
Es muss gelten.

1
4’

Wegen der uniformen Verteilung von U auf (0,1) gilt:

P(Ue(O,i)):% P(Ue[1 3)):§—%:%undP(U€[
Wir setzen
0 fiirz € (0, 1)
1 firze| % 3)
{2 fir z € [2,1)
Somit gilt Vz,y € (0,1) mit x <y h(z) < h(y)

Des Weiteren gilt:
1

P(h(U) = 0) = P(U € (0, 7))
P(h(U)=1)=P(U €[1,2))
P(h(U) =2) = P(U € [Z, 1)

h(U) ist Bin(2, 1)-verteilt.

, also ist dle Funktion monoton steigend.



(ii) standard-exponentialverteilt ist:

Es muss gelten:
Ph(U)<b)=1-¢" Vb € [0, 00)

Wiéhle A : (0,1) — R mit h(z) = —In(1 — z). Diese Funktion ist monoton steigend, da gilt:

~1 1
/

= — = >
W(e)=—lr——=17=21>0 vz € (0,1)

Die Verteilungsfuntion ist gegeben mit P(h(U) < b) = P(—1In(1 —U) < b)
=Pln(1-U)>-b)=P1l-U>e?)=PU<1-e?) =1—e"firbe[0,00)

18.S Anwendungen der Transformationsformel

a)

Gesucht ist E[X?] fiir ein standard-exponentialverteiltes X. D.h. fiir die Dichtefunktion f von X
gilt f(x) =e * Vz € [0,00)

Aus der Vorlesung ist bekannt:

1. Var[X] = E[X?] — E[X]?

2. Fiir X exp(1)-verteilte ZVe ist Var[X] =1 und E[X] =1

3. fiir eine beliebige Zufallsvariable X mit Dichtefunktion f auf dem Intervall [a,b] zusammen mit
einer stetigen Funktion h : [a,b] — R gilt:

Also gilt:
E[Xg] :/ 3e % dx = [—$3671]80 —/ —3z%e % dx = 3/ z2e % dx
0 0 0

(Partielle Integration) (%)

= 3E[X?] = 3(Var(X) + E[X]?) =3(1+12) =6

(x)Der Term [—z?e~%]5° wird 0 (fir x = 0 ist es klar, Wir miissen nur x = oo iiberpriifen-

ok
Dazu erinnern wir uns, dass die Exponentialreihe exp(z Z X grofer ist als x4 /4! | und somit
I R B
mhﬁngo o = 0 gilt.)
b)
1
Gesucht ist |In(z)|® do ohne weitere Rechnungen.

0
Es gilt laut Hinweis, dass fiir ein Unif(0,1)-verteiltes U die Zufallsvariable Y := | In(U)| Exp(1)-
verteilt ist.

Aus Teil a) folgt 6 = E[Y®] = E[|In(U)|?] = /1 |In(z)|? dx

(Transformationsformel)

Fiir alle, die das sehen ollen, ist hier auch der umstndliche Weg nochmal nachgerechnet:

[ee) - 11’1(0) 0 _1 0 _1
6 = / e dr = / e dr = / (In(z))?e™@ —dz = / —In(z)}r—dr =
0 —1In(1) 1 €T 1 €T

_/10_1n(x)3dx—/Ol—ln(x)gdx—/01|1n(:1:)|3d3:.



¢)

_a?
Gesucht ist E[Y] fiir die Zufallsvariable Y, welche die Dichte ae 2 da fiir @ > 0 besitzt.
Fiir Z standardnormalverteilt gilt

o] 2 .2
1:E[Z2]=/ Y e dy

oo s

> —z2 1 ° —a2 1 ° —a2
E[Y] :/ r?e 2 dr = —/ x?e 2 dx + —/ e 2 dx
0 2Jo 2 Jo

1 [ —0? 1 [, .2
= = r?e 2 dr+ = r?e 2 dx
(Symmetrie an der y-Achse) 2 oo 2 0

1 [ a2 Va1l [ —o?
:—/ e d:vz—w—/ e 2 dx
2/ o V212 )

2 & 2 —a2
- —””/ Y e dr= | LE[Z%] =,/
> | . Von 2 2

19. Noch einmal: Transformationen von Unif[0,1].

U ist eine Unif(0,1)-verteilte Zufallsvariable.

Es sei X := #

(i) Die Dichtefunktion von U ist bekanntlich gegeben durch f(z) =1 fir € (0,1). Der Erwar-
tungswert ist gegeben durch die Transformationsformel mit

1

14 1 1
E[m] = ; ﬁf(x)dx: | Fd;p: [?]0:_1_(_00)200
(ii) Um die Verteilungsfuntion zu finden, welche gegeben ist durch Fx (b) = P(X <),

formen wir nach U um.

Vb € [1,00)

(iii) Die Dichtefunktion fx muss Fx(b) = [ fx(a)da erfiillen.
Mit dem Hauptsatz der Integral- und Differenzialrechnung folgt, dass die Dichtefunktion fx
durch Ableiten der Verteilungsfunktion gegeben ist.

Fa) = Fla) = (1= ==Y = Va € [1,00)

Anmerkung zur i):
Der Erwartungswert einer Zufallsvariable X mit Dichtefunktion f auf dem Intervall [a,b] ist

gegeben durch E[X] = f: xf(z)dx

é/ afx(a)da:/ a3da:/ —lda:—/ —da==[2y/z]5° =00 —1=00
1 1 1 21 2 2

2a2 2a2 a




20.S Normalverteilungsquantile und affin lineare Transformationen

a)
Es ist Z standardnormalverteilt und X =5+ 0.17 (%)
Wie aus der Vorlesung bekannt ist, gilt fiir eine standardnormalverteilte Zufallsveriable Z:

P(—1<Z<1)~068

= P(-0.1<0.1Z<0.1) ~0.68
S P(5-01<54+01Z2<5+01)=P(49< X <5.1) ~ 0.68
P(—-2< Z<2)~0.95
= P(-02<0.1Z<0.2)~0.95
S P(5-02<54+01Z<5+0.2)=P48<X <52)~0.95

Der Befehl gnorm(g) gibt uns ein b € R mit ffoo p(z)dx =q

Gesucht ist a € RY, s.d. [? ¢(z)dz =0.99
a = gnorm(0.995) = 2.576 und —a = qnorm(0.005) = —2.576 erfiillen unsere Bedingungen.

P(—2576 < Z < 2.576) ~0.99 =  P(4.7424 < X < 5.2576) ~ 0.99

analog zu a)

b)
Die Dichtefunktion einer Zufallsvariable X = ¢ Z+p fiir ein standardnormalverteiltes Z ist gegeben
durch (Siehe VL5a AF5ad):

Fx() 1 —e—m?
X xTr) = e 20
V2mo?
Fiir die angegebenen Werte von i und o gilt somit
fx(z) = 1 e’

¢)

i) Wie man an den Intervallen aus a) ablesen kann, ist die Dichtefunktion von X um den Faktor
10 schmailer als die von Z.

Alternativ erkennt man den aus der Vorlesung bekannten Streckungsfaktor o bei Transformatio-
nen der Form X = 0Z + p von standardnormalverteilten Zufallsvariablen Z, womit man auf das
gleiche Ergebnis kommt.

ii) Das Maximum der Normalverteilung liegt beim Erwartungswert. Betrachtet man die Dichte-

funktion, so kann man direkt den Wert des Maximums ablesen und zwar ist fx(5) = \/oloﬁ und
»(0) = \/% Somit ist das Maximum von fx um den Faktor 10 hoher als das Maximum von

o=fz.



